Teorija grafova

predavanja




Osnovni pojmovi

« Teorija grafova je samostalna i vazna oblast matematike.

« Grafovi su posebno zanimljivi jer pomocu njih mozemo modelovati razne slozene
probleme veoma jednostavno.

+ Na pnmer, postavljanje saobracajnica, elektncnih mreza, racunarskih mreza i sl.
Posebno su interesantni problemi najkraceg puta, najniZe cene, generalno problemi
optimizacije.

« Jednostavni, svakodnevni, problemi kao sto je pravljenje rasporeda Casova koji se,
takode, mogu posmatrati kao grafovski problem.

« Prvi problem i njegovo reSenje, teorije grafova jeste rad Leonarda Ojlera

* (Leonhard Paul Euler,1707-1783) pnd nazwnm Sedam mostova Kenigsberga,
objavljen 1736 QDdIﬁE =

« Kasnije, Frensis Gutri 1852. godine je izloZio problem &etiri boje koji postavlja pitanje
da li je moguce obojiti zemlje na geografskoj karti sa samo cetiri boje, a da se ne
pojave dve susedne zemlje obojene istom bojom.

»  Ovaj problem su resili tek 1976 godine Kenet Apel i Volfgang Heken, ali se
postavljanje ovog problema smatra rodenjem teorije grafova.

« Tokom poku$aja reSavanja ovog problema otkrivene su mnoge teoreme i definisani
mnogi novi pojmovi | koncepti




Osnovni pojmovi | definicije

» Graf je apstraktni matematicki objekat.

+ Neformalno govoreci, grafovi su sastavljeni od tataka, odnosno évorova i linija
medu njima, odnosno grana.
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« Skup évorova obelezavamo sa V (engl.vertices), a skup grana sa E (engl.edge).
« Graf G=(V,E) je uredeni par koji se sastoji od skupa ¢vorova V i skupa grana E .
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Primeri grafova

*  Primer:
Cvorovi mogu biti gradovi, a grane putevi izmedu njih.
Cvorovi mogu biti raédunari, a veze izmedu njih grane.

*  Primer:

« Za dati skup &vorova i grana nacrtati odgovarajuce grafove.

a)V ={A4,B}, E ={AB}
b)V ={A4,B.C}, E ={AB,BC}
c)V ={A,B,C,D}.E ={AB,BC,AD.CD}
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Osnovni pojmovi | definicije

e« Grana € = [u.v] spaja dva susedna Cvora u i v.

e Grana e je incidentna sa cvorom u, odnosno cvorom w.

¢ (rana koja spaja Cvor sa samim sobom naziva se petija. O/Q
e Graf koji nema nijednu petlju naziva se prost graf.

e Graf koji ima konacan broj ¢vorova zove se konacan graf Analogno, graf sa

beskonacnim brojem cvorova zove se beskonaéan graf.
e Moultigraf je graf kod koga izmedu dva cvora postoji vise od jedne grane.
e Kompletan ili potpuni graf je onaj graf kod koga su svaka dva cvora pove-

zana granom. Kompletan graf sa n Cvorova se obelezavasa K.

M
Kompletan graf ima (j ] grana.




Vrste grafovao

« Dva susedna ¢vora su krajnje tacke svake grane.
« Grana koja spaja évor sa samim sobom naziva se petljom.

« Graf koji nema nijednu petlju nazivaju se prostim grafom. u@
c O

« Graf koji ima konacan broj évorova se zove konac¢an graf. Analogno, graf sa
beskonaénim brojem ¢vorova se zove beskonacan graf. -’

«  Multigraf je graf kod koga izmedu dva ¢vora postoji vie od jedne grane.
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«  Kompletan ili potpun graf je onaj graf kod koga su svaka dva évora povezana
granom.

n
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Vrste grafovao

e Prost graf G je uredeni par G = (F.-E:l koji se sastoji od skupa cvorova Vi

(]

e Neorijentisani graf G = {V~ E } je ureden skup parova ¢vorova i grana
V
E [ 5 ]U V-

e Orijentisani graf ili digraf G = {F_-E :I je ureden skup parova cvorova i

skupa grana E, gde je

gde je

Znaci on moze imati i petlje.

grana gde je E — V=¥ . Znaci on ima orijentaciju, grana V= {ﬁ-.--'f’) ima

pocetni cvor u a i krajnji évor u b.




Stepen cvora

s Stepen ¢vora jednak je broju grana grafa koji imaju kraj u tom cvoru.
e Cvor stepena 0 naziva se izolovani évor.
e Grana koja spaja ¢vor sa stepenom jedan je visecda grana.

Primer:
Dat je graf na slici. Odrediti susedne cvorove i grane i stepene cvorova

A
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U grafu na slici cvorovi A i C su susedni, kao grane AB, AD i AC.
Cvorovi A i E nisu susedni, kao ni grane AC i BE.
Cvorovi B, C, D su stepena 2, a ¢vorovi A i E su stepena 3.




Regularan graf

o Graf je regularan ako su svi Evorovi istog stepena.

Ma slici je dat regularan graf stepena 2.

B

& Regularni grafovi sa n ¢vorova stepena n-1 su prema tome kompletni
grafovi.
Na slici su dati kompletni grafovi &, K, K, K.
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e Put je niz grana grafa sa osobinom da je kraj k-te grane u nizu pocetak
naredne k+1-te grane. U opstem slucaju put je niz grana koje su medusobno
povezane.
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» Prost put ili elementarni put je put kod koga se kroz jedan cvor prolazi
tacno jednom.

» Graf je povezan ako postoji put izmedu bilo koja dva razlicita cvora.

Prvi od grafova sa slike je povezan, a drugi je nepovezan.




= Ako je pocetni cvor ujedno i krajnji, takav put se naziva ciklus ili kontura.
» Kontura je konacan, povezan, regularni graf stepena 2.

o

o DuZina putaf(konture) je broj grana koji Cine put (konturu).

* Bipartitivni graf je graft koji se sastoji od dva podskupa cvorova X i Y, tako
da svaka dwva cwvora iz razlicitih podskupova su povezana granom, a nijedna

grana ne povezuje cCvorowve iz istog podskupa. Podskupovi X i ¥, nazivaju se

klase.

Za obeleZavanje bipartitivnih grafova koristi se oznaka & , . gde je n broj

cvorova prvog podskupa, a m broj €Evorova drugog.

Primer:
Macrtati bipartitivne grafove
KZ,_’- = KB,S = KJ,4 .

K
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Kompletan bipartivni graf

o Kompletan bipartitivni graf je graf koji se sastoji iz 2 podskupa dvorova,
tako da je svaki cvor iz prvog skupa susedan sa svakim cvorom iz drugog
skupa.

Primer:
MNacrtati kompletne bipartitivne grafove K;5.K;;5;. K, 4.
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= Teorama 1:

Zbir stepena svih cvorowva u gratu bez petlji uvek je paran broj i jednak je
dvostrukom broju grana.

Ako su &, stepeni Ccvorova, tada je

idz.=2£?.

Tl

Posto svaka grana u grafu povezuje dva cvora, svaka grana doprinosi sa 2

zbiru stepena cvorowva i taj zbir mora da bude jednaka dvostrukom broju
grana.

Prema tome zbir stepena svih cvorowva zaista mora da bude paran broj.

- Teorama 2:

Svaki prost graf ima pararn broj Swvorova neparnog stependa.

Kao posledica teoreme 1 imamo tvrdenje da regularni grafa stepena r ima
1

e= Enr grana.

Graf G'=(V'.E’) je podgraf grafa G=(V, E) ako je skup njegovih ¢vorova V'

podskup skupa c¢vorova grafa V, a skup njegovih grana E' je podskup skupa
grana E.




Planarni grafovi

e Planarni graf je onaj prost graf koji se moZe nacrtati u ravni, a da mu se
grane ne seku, sem u ¢vorovima.

e 0On deli ravan na vise konacnih zatvorenih oblasti i jednu beskonacnu.

e Svaka zatvorena oblast se naziva celija.

Primer:
Grafovi na slici su planarni, graf a deli ravan na 1 konacnu i jednu

beskonacnu
oblast, dok graf b odreduje samo jednu beskonacnu oblast.

-:1} .-5}

Primer planarnog grafa je mreZa puteva ako se iskljuce nadvoinjaci,
odnosno saobracajne petlje. Koriste se i u projektovanju elektronskih uredaja,
odnosno svuda gde bi ukritanje veza dovelo do kratkog spoja . Na primer, ako
je integrisano kolo predstavljeno planarnim grafom moZze biti odsStampano na
jednom nivou, a ako graf nije planaran mora se koristiti vise nivoa Stampe.



Planarni grafovi

» QOjerova teorema:Povezan planarni graf deli ravan na f=e-v+2 oblasti.

* Primer:
Nacrtati planarane grafove
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Ovi grafovi dele ravan na f=6-4+2=4 oblasti.

* QOjlerova teorema 2 : Konveksni poliedar sa n temena i m ivica ima
s=m-n+.2 strane.

Ako temena poliedra shvatimo kao cvorove, a njegove ivice kao grane
jednog grafa, dobija se planarni graf.

Grafovi koji se cesto u praksi koriste, a nisu planarni, su potpuni
pentagraf K. ipotpuni bitrigraf K . .




lzomorfni grafovi

+ Grafovi se razlikuju samo po tome kako su &vorovi povezani, a ne kako su obelezeni.
+ Dvagrafa G =(V.E) i G,=(V,,E,)suizomorfni, ako postoji bijekcija f:V; =V,
za koju vazi da je {Hj 1:} e E, ,akoisamo ako {f‘(u}if(p)} e E, 1koristimo oznaku
G, =G,
* lzomorfizam odrzava susednost évorova.

* lzomorfni grafovi su u stvari isti grafovi, ali razli¢ito nacrtani. Obelezavanje évorova
nema znacaja za strukturu grafa, tako da se €esto i ne obelezavaju.

+ Ispitivanje dali su dva grafa izomorfna je slozeno pitanje i do danas nemamo
egzaktan algoritam za reSavanje ovog problema.

* Primer:
Nacrtati dva izomorfna grafa. 4 3] L C]
1 7 4 B




lzomorfni grafovi

lzomorfni grafovi moraju imati:

Isti broj cvorova,
Isti broj grana,
Isti niz stepena cvorova,

P N

broj ¢vorova stepena 1,
5. cikluse istih duzina i td.
Ovo su potrebni, a ne dovoljni uslovi da bi grafovi bili izomorfni. Ispunjenje
ovih uslova ne garantuje da su dva grafa izomorfna.
Sledeca dva grafa na slici imaju isti broj ¢vorova, grana, svi évorovi su istog

stepena, pa opet nisu izomorfni.




Ojlerovi grafovi

« Svajcarskom matemati¢aru Leonardu Ojleru tokom boravka u Keninsbrgu , danasniji
Kalinjgrad, gradani su postavili pitanje koje ih je mudilo.

« Grad lezi na obalama i na dva ostrva na reci Pregel i povezan je sa sedam mostova.
Pitanje je bilo da li je mogucée poceti Setnju iz bilo koje tacke u gradu i vratiti se u
polaznu tac¢ku, prelazedi pri tome svaki most tacno jednom.

« 1735.godine Ojler je prezentovao svoj rad dokazujuci da je takav prelazak nemogug,
uz napomenu da se razmatranje mozZe prosiriti da prozvoljan raspored ostrva i
mostova.

« Owvajrad smatra se preteCom teorije grafova.

« Oijler je problem resio tako 5to je svakoj obali i ostrvima pridruzio évorove, a mostovi
su bili grane izmedu njih. Tako je dobio jedan multigraf. B




Ojlerovi grafovi

« Qjlerov graf je graf kojise moze nacrtati ne podiZuci olovku sa papira.
« Zatvoren kontura koji sadrzi sve grane grafa G naziva se Ojlerov ciklus ili kontura.
« Graf koji ima Ojlerovu konturu zove se Ojlerov graf.

« Ojlerov put je put koja sadrzi sve grane iz G taéno jedanput. (ne mora biti zatvoren).

« Graf koji ima Ojlerov put se zove poluojlerov grat.

T: Graf G je Ojlerov akko je povezan i svi Evorovi su parnog stepena.

T: Graf ima Ojlerov put akko povezan i sadrzi najviSe 2 ¢vora neparanog stepena.




Ojlerovi grafovi

*  Primer:
» Nacrtati jedan Ojlerov graf i jedan koji to nije.

*  Prvi graf je Ojlerova kontura, napr : abcdbeca.

« U prvom grafu svi évorovi su parnog stepena.

« Znacion je Ojlerov graf.

« Drugi graf je samo Qjjlerov put , napr : cabedba iima taéno 2 &vora neparnog
stepena.




Ojlerovi grafovi

* Primer:
« Dati su grafovi:

Prvi graf je Ojlerov put, napr : caecba.(ima tacno 2 cvora neparnog stepena )
Drugi grafje Qjjlerova kontura , napr : abdca (svi &vorovi su parnog stepena.)
Znaci on je Ojlerov graf.

Treci graf nije ni Ojlerova kontura ni put.




Ojlerovi grafovi

+ Problem Kenisberskih mostova se ne moze svesti na Qjlerovu konturu, jer graf ima
stepene ¢évorova 5, 3, 3, 3 pa samim time se zakljucuje da je nemoguce da se svaki
most prede samo jedanput, a da se vratimo u pocetnu tacku.

« Trazenje Ojlerovog puta srece se u problemima kombinatorna optimizacije, ali i u
radu sa laserima, Ciji je cilj da se optimalno koristi laser i samim tim pojeftini
proizvodnja laserskih uredaja.

« Qjlerovi putevi su vazni za organizaciju poslova u velikom gradu.

« Na primer, za raznoSenje poste, naplate racéuna i slicno. Postar ¢e najracionalnije
razneti postu ako svaku ulicu obide taéno jedanput




Hamiltonovi grafovi

Sli€no Ojlerovim i Hamiltonovi grafovi imaju svoju predistoriju. Go-
dine 1857 poznati irski matemati¢ar Vilijam Hamilton (Ser William Rowan
Hamilton) lansirao je sledecu igru na dodekaedru. Dodekaedar je jedan od
pet pravilnih poliedara, Platonovih tela. Ima 12 strana i 20 temena. Sve stra-
ne su pravilni petouglovi i u svakom temenu susti¢u se po tri. Hamilton je
temena dodekaedra obeleZio imenima 20 svetskih metropola i postavio za-
datak da se nade "put oko sveta". Pod tim je podrazumevao putanju ivicama
dodekaedra koja kroz svako teme (metropolu) prolazi tatno jedanput i po-

¢inje 1 zavrava se u istom temenu.




Hamiltonovi grafovi

Graf koji prolazi kroz sve cvorove datog grafa tacno jednom naziva
Hamiltonov graf.

Hamiltonov put u grafu G je put koji prolazi kroz svaki ¢vor, osim
polaznog, tacno jedan put.

Zatvoren Hamiltonov put zove se Hamiltonova kontura ili ciklus.

Graf koji ima Hamiltonov ciklus zove se Hamiltonov graf.

Graf koji ima Hamiltonov put se zove pelu Hamiltonov graf.

Primer:

Dati su grafovi na slici

- .
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Prvi graf je Hamiltonov put, napr: e,c,b,a.
Drugi graf nije ni Hamiltonowv put, ni Hamiltonov graf.
Tredi graf je Hamiltonov graf. Kompletan je graf, K,

5e



Hamiltonovi grafovi

TEOREME:

» Grafovi sa cvorovima stepena 1 ne mogu biti Hamiltonovi, dok u
Hamiltonovom grafu svaki cvor je susedan sa dve grane u konturi.

»  Svaki kompletan graf Knsa 77 = 3 ¢vorova je Hamiltonov graf.

W 1 W H 1
* Povezan graf sa 77 = 3 ¢vorova u kome je stepen svakog ¢vora bar E je

Hamiltonov graf.
+ Nekaje Ggrafsa 7 =3 ¢vorova takav da za svaka 2 nesusedna ¢vora uiv

vazi d (1.') +d ('r'} > n, tada je graf Hamiltonov.

+ U orijentisanom grafu G u kojem za svaka 2 c¢vora u i v postoji bar 1 grana
(u,v), (v,u) postoji Hamiltonov put.




Tezinski grafovi

Tezinski graf je graf u kome nas ne zanimaju samo ¢vorovi i grane vec i moguénosti
stizanja iz tacke A u tacku B i to na najbolji moguéi naéin.

Najbolji nacin zavisi od problema koji treba resiti, to je najkraci put, nekada najjeftiniji,
najbezbedniji, put na kome se troi najmanje energije i sl.

|z tih razloga svakoj grani se dodeljuje realan broj, njegova tezina, odnosno mera.

Ako Zelimo, na primer, da nademo najkraéi put izmedu gradova tezina je udaljenost,
ili cena avionske karte koja spaja udaljene gradova i sl.

Tezina ne mora da bude pozitivan broj, ali uobicajeno je da se takav koristi, ne
umanjujuci opstost razmatranja.

Ako neka grana ne postoji, tada se na pomenutu poziciju stavlja neki poseban simbol
napr.



Tezinski grafovi

TeZinski graf ( digraf) G = (F:E .-W) je uredena trojka skupova

cvorova, grana i tezinske funkcije w: E — V¥ = koja svakoj grani
dodeljuje tezinu.

Ako su tezine pozitivni realni brojevi, a graf je bez petlji mozemo zakljuciti:
e DuZina puta je zbir svi teZina na putu.

¢ Udaljenost cvorova je duZina minimalnog puta izmedu dva cvora.
e Udaljenost cvora do samog sebe je 0.

e TezZinski graf koji je usmeren zove se mreza.




Predstavljanje grafova pomocu
racunaro

« Grafovi se mogu koristiti za reSavanje mnogih praktiénih problema.
« Takve probleme reSavamo pomod¢u racunara.
« Potrebno je na adekvatan nacin predstaviti grafove.

* Ne postoji neka unverzalna reprezentacija grafova koja bi resila sve razlicite
probleme u kojima se oni koriste.

Jedan od uobic¢ajenih nacina je pomocu:
+ listi susedstva,
* matrica incidencije i
* matrica susedstva.




Lista susedstvo

« Zasvaki ¢vor grafa G=(V,E) lista susedstva sadrzi sve ¢vorove koji su susedni sa

njimu G,
s':{VEVl(u,u)eE} b
* Primer:

Grafu sa slike odgovara sledeca lista susedstva g d
ul |
a|(b,e.d)
bl (a) ¢
c| (a.d)
d| (a,c)

« Lista susedstva je sa memorijskih resursa najekonomicnija reprezentacija grafova.

« Svaka grana grafa ili digrafa predstavlja se sa 2 memorijske jedinice, jedna za
pocetni évor, a druga za krajnji ¢vor grane.

« Graf je reprezentovan sa 2m lokacija ( m je broj grana)




Maftrica incidencije

« Ako (a,b) predstavlja granu, a ¢vorovi a i b su krajnje tacke grane, za granu (a,b) se
kaze da je incidentna-susedna C¢vorovima aib.

« Nekaje G=(V,E) graf. Matrica B Eije su vrste obelezene ¢vorovima grafa a kolone
granama grafa naziva se matrica incidencije . Element bij , jednak je 1 ako je i-ti
¢vor incidentan j-toj grani , a jednak nuli u protivhom.

« Primer:

Grafu sa slike odgovara sledeca matrica incidencije

=

T R =]
e 0 e




Maftrica incidencije

+ Matrice incidencije mogu da se koristite i kod grafova sa petljama.
* Primer:
Grafu sa petljama sa slike, odgovara sledeé¢a matrica incidencije.

i
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* Matrica incidencije za neorijentisane grafove se definiSe tako to ako je i-ti vor
susedan ili incidentan sa j-tom granom pisemo 1, inace je 0.

+ Kod digrafova na preseku i-te vrste i j-te kolone stoji -1 ili 1 ako u i-ti &vor ulazi,
odnosno izlazi j-ta grana, inace je 0.

+ Ova reprezentacija je veoma neekonomicna i rede se koristi.




Matrica susedstva

o  Matrica susedstva je kvadratna matrica ciji je red jednak broju cvorova
grafa.

* Element a;, jednak je broju grana koje polaze iz ¢vora v, a zavriavaju se

u cvoru v;

¢ Ako su dva cvora spojena najvise jednom granom iste orijentacije tada je:

{[L ako ne postoji grana od évoraido évora j
.. =

1. ako postoji grana od évora i do évora |

¢ Matrica susedstva je simetricna u odnosu na glavnu dijagonalu.




Matrica susedstva

* Nekaje G=(V,E) graf . Matrica A Cije su vrste obelezene ¢vorovima grafa, a kolone
istim tim é&vorovima u istom poretku, se zove matrica susedstva.

+ Element aij , jednak je 1 ako postoji grana od i-tog ¢vora do j-tog évora , a jednak nuli

u protivnom.
+ Matrica susedstva je kvadratna matrica simetri€na u odnosu na glavnu dijagonalu.
* Primer:

* Grafu sa slike odgovara slede¢éa matrica susedstva ( oznake vrsta i kolona se ne
moraju pisati)

a b ¢ 4
al0 1 1 1] 0 1 11
. b1 0 0 0 1000
e[t 00 1 1001
{1 0 1 0 1 01 0]




Matrica susedstva

Primer:

Usmerenom grafu sa slike odgovara matrica susedstva

a & e

al0 1 17
a b hl1 11
y clo 0 0

Matrica susedstva je najcesS¢a matricna interpretacija grafova.
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